Ejercicio 1A Julio (mod 4) 2021 (Anadlisis)
a-(1- cos(x)) + b-sen(x) - 2(¢* - 1) =7

2

Calcula a 'y b sabiendo que Iing

X
Solucion
La regla de L'Hopital (L'H) dice: Si “f" y “g” son funciones continuas en [a -d, a + J], derivables en
. f 0 . f'
(a- 3, a + ), verificando que f(a) =g(a) =0 y lim ﬂ =—, entonces si existe lim ﬂ se verifica que
x=a g(x) 0 x-a g'(x)

im ) iy 1)
x-a g'(x) x-2 g(x)

. Laregla se puede reiterar, y también es valida si tenemos o/, y si X - .

Tenemos 7 = lim
X -

a:(1 - cos(x)) + b-sen(x) - 2(¢* - 1) _ {a-(l - cos(0)) + b-sen(0) - 2(e° - 1) _0, L'H}—
0 X O! -

2 02
- lim a-sen(x) + b-cos(x) - 2-€") _ a-sen(0) + b-os(0) - 2-e°): b-2
x-0 2x 2(0) 0

Como me dicen que el limite vale 7, tenemos que seguir aplicAndole la Regla de L'H6pital para lo cual el
numerador “b - 2” tiene que ser cero, de donde b -2 =0, es decirb = 2.

Seguimos: ”nga-sen(x) t2-cos(x)-2-€ _ {a-sen(O) +2-cos(0)-2-¢ _ 2-2_0 L'H}=

2x 2(0) 0 0
—lim a-cos(x) - 2-sen(x) - 2-€ _ a-cos(0) - 2-sen(0) - 2-& _ & 2
x-0 2 2 2

por tanto resulta a = 16.

=7, de donde tenemos a-2=2-7 =14,

Ejercicio 2A Julio (mod 4) 2021 (Andlisis)
2
tiene

(2’5 puntos) Halla a > 0 y b > 0 sabiendo que la gréafica de la funciéon f : R - R dada por f(x) :1 E_)X 2
X

en el punto (1, 2) un punto critico.

Solucion
Sabemos que los puntos criticos anulan la primera derivada f ‘(x).
) = bx*> F10 = 2bx-(1 +ax") - bx*-4ax’ _ 2bx + 2bax’ - 4bax’ _ 2bx - 2bax® .
1+ax*’ (1 +ax*)? (1 +ax*)? (1 + ax*)?

De f ‘(x) = 0 tenemos 2bx — 2bax® = 0. Como x = 1 es el punto critico resulta: F ‘(1) =2b—-2ba=0=
=2b-(1-a),de donde b =0y a =1. El enunciado dice que a >0 y b > 0, por tanto nos solo sirve la solu-
cibna=1.

b
1+1

Nos dicen que el punto critico es (1, 2) luego f(1) =2 - f(1) = =2,portantob=2-2 =4,

Ejercicio 3A Julio (mod 4) 2021 (Andlisis)
Considera la funciéon f: R -~ R definida por f(x) =1 + Joxtetdt.

Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f y sus puntos de inflexién (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan)

Solucion

LTt = dusdt }: [t-e‘]: j: e'dt = [t-e‘ - e‘]::x-ex- ex-(0-e9%=

Tenemos jxt-e‘dt = . . .
0 dv=e'dt = v=je dt=e

=x-e-eX+ 1, portanto f(x) =x-eX-ex+ 2.

Sabemos que la curvatura es el estudio de la segunda derivada f “(x).

X |
1+ IO te‘dt) =0+ xe =x-¢€.

Por el teorema fundamental del calculo integral, f'(x) =



Lasegundaesf”(x)=1-e+x-ex=¢eX(1 + X).
Def“(x) =0 - 1 +x =0 (e*siempre es positiva), es decir x = -1 que sera el posible punto de inflexién.

Como f“(-2) =e2-(1-2) =-1/(e?) < 0, fes concava ( n) en (-0, -1).
Comof“(0)=¢e%(1-0)=1>0,fes convexa ( O)en (-1, +x).

Por definicion x = -1 es punto de inflexion y vale f(-1) =  (-1)-el-el +2 =-2/e + 2 = (-2+2e)/e 11'2642.
Ejercicio 4A Julio (mod 4) 2021 (Andlisis)

2
(2’5 puntos) Considera la funcion f definida por f(x) = ))((2+

11 (para x # -1, x # 1). Halla una primitiva de f cuya

gréfica pase por el punto (2, 4).

Solucién
Tenemos que una primitiva es: F(x) = _[f(x)dx = J d
Como el numerador es de grado mayor o igual que eI denominador tengo que realizar la division entera
primero:
X2 +1 x2-1
X3+ 1 1
+ 2

Resto

F(x) = f dx f(Comente)dx + f Divisor

dx = [(L)dx + | XZZ_

ldx:x+Il

I, = j 22 dx = j _j X + jidx = A-Injx-1] + Binx+1| = {+++} = 1-In|x-1| - LIn|x+1|
x“-1 (x- 1)(x+1) X- 1 x+1

{+++} Calculamos Ay B
2 _ A + B _ A (x+1) + B(x-1)

(X-1)(x+1) x-1 x+1 (x-1)(x+1)
Igualando numeradores:
2 = A(x+1) + B(x-1). Sustituimos “x” por el valor de las raices del denominador.
Parax=1,2=A2) - A=1
Parax:-l,Z—B(Z) -B=-1
Luego F(x) = JX 1
x?
ComoF(2)=4,4= 2 +1In(2-1) - In(2+1) + K=2 + In(1) - In(3) + K, por tanto K =2 + In(3) y la primitiva que
pasa por el punto (2, 4) es F(x) = x + In|x-1| - In  |x+1] + 2 + In(3).

dx =x+ I, =x+In|x-1| - In|]x+1| + K .

Ejercicio 5B Julio (mod 4) 2021 (Algebra)

0 3 4
Considera la matriz A=| 1 -4 -5|.
-1 3 4
a) Comprueba que A2 = -A'L. (1'25 puntos)
1 -1 2 0
b) Dada las matrices B=| 3 0|y C=|-3 2 |, calcula la matriz X que verifica A*X +B = AC. (1’25 puntos)
-4 5 1 -1
Solucién
0 3 4
Considera la matriz A=| 1 -4 -5|.
-1 3 4

(a)
Comprueba que A2 = -Al,



0 3 4)(0 3 4) (-1 0 1
A?=AA=[1 -4 5|{1 -4 5|=|1 4 4].
-3

-1 3 4J)l-1 3 4 -1 -3
0 3 4 0 3 4|Adjuntos
Calculamos |[A|=|1 -4 -5 =|1 -4 -5 primera =(-1)(-3 +4) =-1 %0, luego existe la matriz inver-
-1 3 4|R+F, |0 -1 -ljcolumna
. 1 -1 -1 0 1 . 10 1)(1 0 -1
sa A= 2B o ts g g adiay= |1 4 4| A AAA) L1004 4l 4 o4l
A 4 -5 4 -1 -3 -3 Al i3 3l 3 s
Luego efectivamente A2 = -A1,
(b)
1 -1 2 0
Dada las matrices B={ 3 0 |y C=|-3 2 |, calcula la matriz X que verifica A*X + B = AC.
-4 5 1 -1

De A*X + B = AC tenemos A*X = AC — B. Multiplicando la expresion A*X = AC — B por la izquierda por la
matriz (A1 - (A1 A*X = (A4 1. (AC —B) - I- X = (A%1.(AC - B) -~ X =(A%1.(AC - B).

Tenemos (A%)1 = (A2 A2)1 = ((-A)-(-AD))L = (A1)t = A2
0 3 4)(2 0) (1 -1)(5 2) (1 -1) (6 3
AC-B=|1 -4 5|3 2|-|3 0|59 -3|-[3 0|56 -3|
13 4)(1 1) (-4 5)\7 2) (-4 5)(3 -3
10 1)(6 3 3 -6
Por tanto X = (A%)1.(AC-B) =X =A%.(AC-B)= |1 4 4|6 -3|=|6 -21].
13 -3)3 3) (3 15

Ejercicio 6B Julio (mod 4) 2021 (Algebra)
Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total de 70 via-
jes, y el nimero de viajes por ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay C.
a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70, ¢ podemos deducir el nimero
de viajes por cada ruta? Razona la respuesta. (1’25 puntos)
b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nUmero de viajes por la ruta B menos 5, ¢cuantos viajes
hace cada ruta?

Solucion
Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total de 70 via-
jes, y el nimero de viajes por ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay C.
(a)
Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70, ¢podemos deducir el niUmero de
viajes por cada ruta? Razona la respuesta. (1'25 puntos)

Sea:

X = ndmero de viajes por la ruta A,
y = nimero de viajes por la ruta B,
z = nimero de viajes por la ruta C.

De, “semanalmente hace un total de 70 viajes” > X+y+z=70.
De, “el nUmero de viajes por ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay C" - y=x+z.
De, “el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70" - 2x+ 2z =70.

Dey=x+2z,como 2x + 2z = 70 tenemos 2y = 70 luegoy =35 yde x + 35+ z = 70 resulta x + z = 35.

S6lo sabemos que el nimero de viajes por la ruta B es de 35y que la suma de los viajes de la ruta A
y C es también de 35.



(b)
Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nUmero de viajes por la ruta B menos 5, ¢ cuantos viajes hace
cada ruta?

Tenemos una nueva ecuacion 2z =y - 5.

Teniendo en cuenta el apartado (a) resulta z = ((35) - 5)/2 = 30/2 = 15 y entrando en la primera ecuacion
X + (35) + (15) = 70 de donde x = 20.

La solucién del sistema es (x, Yy, z) = (20, 35, 15) , es decir se realizan 20 viajes por la ruta A, 35  viajes
por la ruta B y 15 viajes por la ruta C.

Ejercicio 7 Julio (mod 4) 2021 (Geometria)
La recta perpendicular desde el punto A(1, 1, 0) a un cierto plano Ttcorta a éste en el punto B(1, 1/2, 1/2).
a) Calcula la ecuacion del plano 1t (1'5 puntos)
b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 1t(1 punto)
Solucion
La recta perpendicular desde el punto A(1, 1, 0) a un cierto plano Ttcorta a éste en el punto B(1, 1/2, 1/2).
(a)

Calcula la ecuacién del plano 1t

=]
il
:pi'

El plano ttiene como vector normal n = AB y pasa por el punto B(1, 1/2, 1/2), su ecuacion es:
m=BXeAB=0= (x-1,y-1/2,z-1/2)+(1-1, 1/2-1, 1/2-0) = (x - 1, y - 1/2, z - 1/2)+(0, -1/2, 1/2) =
=-y2+1/4+2/2-1/4=-y[2+2/[2=0=-y+2z =0.

(b)

Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a T

Debido a la construccion d(A, A’) = 2-d(A, B) =2-||AB|] = 2-V( (0)2+(1/2)2+(1/2)2) ut =
=2-(V(2/4) ) ut =v(2) ut.

Ejercicio 8 Julio (mod 4) 2021 (Geometria)

X=3+A1 v=1
considera las rectas r={y=1 ys= {X yo_ :
Z=
z=-3-/A

a) Estudia la posicidn relativa de r y s. (1’25 puntos)
b) Halla la recta que corta perpendicular ary a s. (1’25 puntos)

Solucion
X=3+A X=1-u
. x+y=1
Considera las rectas r={y=1 ysz{ =0 =<y= u,conulR..
z=-3-1 - z=0

(a)

Estudia la posicion relativade ry s.

De la recta “r’ tomamos un punto, el A(3, 1, -3) y un vector director, el u = (1, 0, -1).
De la recta “s” tomamos un punto, el B(1, 0, 0) y un vector director, el v = (-1, 1, 0).
Como los vectores u = (1, 0, -1) de “r"y v = (-1, 1, 0) de “s” no son proporcionales, los vectores u y v no son

paralelos, por tanto las rectas “r’ y “s” tampoco lo son, luego “r’ y “s” se cortan o se cruzan.



Sidet(AB, u,v)=0,“r"y“s”"se cortan,con AB =b-a= (1,0,0)- (3, 1,-3)=(-2,-1, 3)

Si det(AB, u, v) #0, “r" y “s” se cruzan.
-2 -1 3|Adjuntos

Como det(AB, u,v)={1 0 -1 tercera = (-1)-(1-0)-1-(2-3))=-1+1=0, luego lasrectas “r'y “s”
-1 1 0] fila

se cortan en un punto.

(b)

Halla la recta que corta perpendicularary as.
s

W = UXV

recto

La recta t que piden tiene por punto P el punto interseccién de rys,ycomo vector director w uno perpendi-
i j k|Adjuntos
culararys,esdecirw=uxv= |1 O -1 primera =i(0+1)-j(0-1)+k(1-0)=(1,1,1).

-1 1 0] fila
3+A=1-u
Punto P. Igualamos x =x,y=y,z=zde lasrectasrys. Tenemos 1=y ,dedonde p=1,A=-3
-3-4=0
(verifican la primera ecuacién) y el punto de corte es P(1 - (1), (1), 0) = P(0, 1, 0).
X= 0

Larecta pedidaes: t={y=1+J ,condd R EI:___'
z= o



